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La rappresentazione dell'informazione

Elementi di aritmetica dei calcolatori

1. Rappresentazione dell'informazione

11 problema della rappresentazione dell'informazione & di fonda-
meéntale importanza per 1'attivitd di conmunicazione tra esseri intel-
ligenti. Si & cosi abituati a far uso di opportune rappresentaziohi
delle informezxonx, da considerarle, in certo modo come scelte natu-

”effettx, ge si riflette brevemente, ci si accorge che la co-

rali. I
wmunicazione - ciod la trasmissione di xnformazxone-— fa necessariamen-
te uso di s;mhol1 , ciod di segni speciali, per mezzo dei quali si rap-
presentano i "significati” da trasmettere. La distinzione tra “simbolo™
e "significato" & fondamentale: essa & particolarmente evidente quando
si considerano le nozioni di "eifra” e "numero"' 1a prima & un simbolo

mentre il secondo & una nozione astratta. La rappresentazione o codifi-

ca & appunto l1a condizione che stabilisce la corrispondenza tra simbo~
1i e gignificati: tale convenzlone 2 essenziale perch2 la comunicazione
possa aver luogo. ;

In questa sede ci occuperemo’solo di simboli e delle loro capacita
di rappresentaziorne. Ovviamente la scelta dei simboli & arbit;aria.

Un criterio ragionevole per la loro scelta & che siano facilmente di-

stinguibili e producibili. Queste proprietd sono soddisfacentemente

possedute da insiemi di simboli ben noti, quali l'insieme delle gifte
arabe (ciod, le cifre da 0 a 9) e delle lettere dell'alfabeto latino,

(ciod, le lettere A,B,C,...,2). D'ora in poi, per uniformitd, chiame~

.remo alfabeto un qualunque insieme di simboli edottati per rappresenta-

re 1'informazione.

E' abbastanza naturale che la necessitd di rappresentare dati per
un calcolatore porti alla scelta di un alfabeto differente da quelli
cui 8i & abituati nella pratica ordimaria. §i @ trovato che un ‘alfabeto
binario, ciod quello che comnsiste di due soli simboli, ad esempio 0 e 1,
@ il pid adatto alla rappresentazione di dati per un calcolatore elet-
tronico, in quanto questi due simboli possono essere associati con due

stati di svariaeti componenti fisici, stati che sono producibili con .

Dag.mry



simbolice

grande affidabilita e. facilmente distinguibili. Qugste coppie di stati
s8no, ad egempio: la conduzione o la non-conduzione di un transistore,
i due stati di magnetxzzazlone residua di un nucleo di ferrite, la pre-
sgnza o l'assenza di una perforazione in una certa pOBlziOhc di un ne-
stro di carta, ecc.. Una volta adottato 1'alfabeto binario (adozione
quasi universale per 1 calcédlatori elettronici, se si ignorarno alcuni
tentativi poco fruttuosx di adottare un alfabeto ternario), & utile
soc:ollneare i1 fatto che i dati sono talvolta rappresentat‘ diretta~
mente (come nel caso dei numeri), e talvolta indirettamente {cicd& rap-
presentandone, per mezzo dell’ alfabetb binario, una tappreseutezione
in altro alfabeto, come nel caso dell'xnfotmazlone alfabeti=
ca).

Iin termini un poco pid astratti, il problema dells codificda o rap~
presentazione in binarlo dell'informazione sl puB formulare come Beguée.
21 abbia un insieme di s

g dati dxscxntx, A= { 1282 yeoesd s 8i stabi-
liscs una corrispondenza T8 ciascun elemento &, . di quest'ingieme e una

sequenza.di simhell_appartanent1 all'alfabeto 4C,1lp - Questsa corrispon~

denza viene frequentemepte chilamata il codzce della rappresentazione.

. Per semplicita,_ei»1imiteremo a considerare codici le cui sequenzeé ai

simboli {chiamate configurazioni) hanno lunghezza costante k ctod con-

gistono di k BiﬁboliL Una condiziohe pecessaria per l'esistenza di un

codice & allora che vi siano almeno tante. configurazioni quanti somo i

.deti distinti da tapptesentare. Poichs & facile ricomoscere che si han-

no Zk dxverse configurazionx di k cifre binarie, si ha la condizione

2k' 2.8 . (S

'Ad esempio se A ‘2 1'insieme delle 26 lettere dell’ alfaBero'{nglese, al=

’presentazione ai ay pua essere scelta in 2

1ora k> 3, poiché 26-l6< 26 <32=25: occorrono ciod almeﬁo 5 gifre bi-

narie. Una volta che 1a condizione neceasar1a (1) sia soddisf rta, il

codice @ una delle possibili scelte, i1 numero delle quali éﬁmolto gran=
de anche per s relativamente piccolo. E' facile rxconoscerg che questo
-1 (2 ~2)...(2 -s+1) 2 1/(2 -s)!

modi, quellea di azvin

aumero & dato da 2 (2 poich® la rap-~

(Zk-l) modi,..., quella di ag in (2 —s+1) modi.
Nel caso di informazione mnon aumerica la scelta del codice nom &

affatto critica, ma é sostanzialmente arbitraria. Cid & dovuto al fat~

.to che 1 elaborazlone di informazione non numerica & basata principal-

- - 2 -

dove ognuna delle dj

"o .
mente sul "riconoscimento” di determxnate configurazioni .Non cosi mel

's .
caso dell'informazione numerxca. la cui elaboraziome consiste frequente-

mente in manipolazioni di tipo aritmetico, quali addizione, moltiplica-

zjone, ecc.. Poicha& & abbdastanza ovvib che la scelta del codice influen;
zara la complessitd delle unitd fisiche preposte alla realizzazione del-
le manipolazioni in questione, & naturale che si ricerchino codici alta-
mente strutturati al fine di semplificare le apparecchiature. A questo

tipo\di problemi & dedicato il testo di questo capitolo.
S pnd snlbore

‘2. La rappresentazione dei numeri

E' facile convincersi, a patto di rinunciare ad un ormai radicato
e presgochd meccanico atteggiamento verso la rappresentazione e manipo-
la;ione di numeri, che il sistema di pumerazione arabica ha carattere
posizionale.

In altri termini, le cifre hanno diverso valore (tecnica-

mente, significativitd) a seconda della posizione che occupano nella se-

uenza di eif i i
q i eifre che rappresenta un numero N. Ad esempio, l'intero N rap-

presentato in decimale dalla sequenza 252 ha il valore numetico

- 2 1 0 . : :
N=2x10"+5x10"+2x10 §i noti che la stegsa cifra 2 appare nella posizio~

ne delle centinais ed in quells delle unitd. Ia generale un intero N,

rappresentato in base decimale dalle n cifre d d

o1 8pop +o- @

0 ha i1 va-

lore numerico

<

pud assumere uno dei valori 0,1,2,...,9. Halgrado
1a nostra ancestrale consuetudine, non ¢'2 nessuna speciale ragione che

orti . i i i
porti a-scegliere come base l'intero 10, di modo che le sue successive

potenze definiscano la significativita delle posizioni di cifra.
rita,

In ve~
ci si pud facilmente convincere che la scelta di unm qualsiasi va-

lore r >1 sarebbe stata del tutto adeguata per rappresentare i numeri
interi (e, difatti, il calcolatore digitale ci ha condotti a scegliere
una base che, essendo la pid piccola péssibile. risulta la pid adeguata
per realizzare apparecchiature econqmich; ed affidabili).

sUna volta sssunto l'intero r come base (o "radice") per la rappre-



sentazione del numeri, 11 valore numerico dell'intero rappresentato, in
base r, da:la sequenza di n cifre Nsb__, b _, --. b, si ottiene immedia-
tamance come risultato del calcolo :

N= ¥ b, ). . ’ @)

Si noti che comunque si scelga la base r e comuhque si fissino i valori
(interi) dei coefficienti bj’ il membro destro della (2) definisce sem-
pre un valore (intero) N. Tuttavia non tutte le scelte di r e dei possi-
bili valori dei coefficienti b, conducono ad un sistema di rappresenta-
zione soddisfacente. Infatti richiederemo che, per un qualunque intero
N, la rappresentazione'

1) esista

2) sia unica. : .
Entrambi questi requisiti sono soddisfatti se i bj possono assumere i va-
s
lori 0,1,...,r=1. Questo risultato & enunciato senza dimostrazione. Ogni

insieme di possibili vdlori per i bj che includa l'ingieme O0,1,...,r-1
assiéura ancora l'esistenza della rappresentazione, ma non la sua uni-
citad. In altri termini ad un dato intero pud corrispondere pid di una
rappresentazione. Tali sistemi sono detti ridondanti (poiché& le rappre-
sentazioni distiate sono ﬁiﬁ dei valori numerici distinti) e sono tal-.
volta adottati con scopi particolari (maggiore sicurezza e/o velocitd

di funzionamento ecc.). .
ESEMPIO Il valore numerico dell'intero, rappresentato imn base 5 da

0 P
NZ423, & N=3x5 +2x51+kx52=113. L'ultimo numero, "centotredici", &

rappresentato in decimale. Si tenga presente, per la comprensione

del seguito, che, d'ora in poi, mentre un numero N potri essere rap-
presentato in una base qualsiasi r, il suo valore numerico sarad rap~-
presentato, per convenienza e uniformit3d, sempre im base 10. Ad esem-
pio, 423 1ua base 5 ha valore numerico 113: sia chiaro, inoltre, che
mentre 113 viene letto "centotredici®™, 423 deve esser letto "quattro,
due, tre” e che leggerlo "quattrocentoventitre”" corrisponderebbe ad
un grave errore concettuale. Per chiarezza, la base r di rappresenta-
zione viene indicata appendendo r come indice alla rappresentazione
stessa, ciod 423, & la rappresentazione in base 5 del numero la cui
rappresentazione decimale & 113,.. Non useremo l'indice r quando la
base risulti chiara dal contesto.

Meno ovvia, invece, & l’operazione inversa, cio2 la determinazione

della rappresentazione in base r di um intero N. Qualora l'intero N sia

assegnato mediante il suo valore numorico, cioé&, sia espresso nella

ordinaria numerazione in base 10 direttamente riflessa nel linguaggio

comune, potremo parlare di "conversione da base 10 a base r". Questa

conversione, comunque, & da riguardare come un caso speciale di una

pid generale "conversione da base s a base r'". Possiamo effettuare
.

tale conversione in due modi.

1) Procedimento di conversione per divisione. E' un algoritmo

iterativo che genera a ciascun ciclo una cifra della rappresentazione

di N in base r. Il diagramma di flusso dell'algoritmo & dato in figu-

ra 1 <§;7 )

Calcola bi e Ni+1

= +
Ne=r Fia*hy

Figura 1.~ Diagramma di flusso dell'algoritmo

di conversioae -per divisione.

L'algoritmo & caratterizzato dall'indice i e dalla variabile corrente
Ni” cioé l'algoritmo calcola iterativamente la successione NO,NI,NZ,...
Come inizializzazione si pone i=0 e N=N . Il passo centrale dell'al-

goritmo & il calcolo di N e di bi come quoziente e resto, rispetti-



| | o ooeione t uod £
. . Q. as brzodants e N 0\"’”""° v /f [4 M8y
. . o1 ?
vamente, della diQ}sione avente N, per dividendo e r per divisore(l)- 2) Procedimento di conversione per moltiplicazione. Sia N l'intero
i : .
35 ha che a ciascun passo Ni+1 <Ni (se.il divisore & maggiore di 1, da convertire. Si assume che ¥ _abbia la rappresentazione in base t

. . . ) -~ ‘ s N o4
il quoziente & wminore del dividendo), per cui vi & un valore miniwmo i

e .. . N=b r +b r “4+...+Db (3)
di i tale che N,, <r : a questo puntc la divisione formnisce Ni'+l=0 e a-1 n-2 0 .
i N ]
i i i ivi av b, =0, b, =0 ecc. , } . . L
i'zNi“ e a ciascuno dei passi guccessivi aviemo it+l T Tite2 dove i parametri u, bn-l’ bn—Z""’bO sono da riguardare come incognicti.

re ! i i ndo si verifichera la condizio- R . . . R . .
Percanto 1l'algoritmo dovrd arrestarsi qua Ovviamente, il primo parametro da determinare & 1'intero n. Si no-
ne Ni «r- ti allora che, per una qualsiasi scelta dei coefficienti b, ,b ,...bn

: : : 6’71 -1
z 1 i . . . ¢ e T - .
Z' semplice dimostrare che-la sequenza dei Fes:l b, b by Tap nell'alfabeto O0,1,...,r=1 si ha(l)
presenta N in base r. Infatti sosgituendo successivamente Ni nell'espres~
N : n-1 . n-1 . n-1 n
. . r . . i i — -
sione di Ni-l e procedendo a ritroso si ha: Vh&a Of?uﬂk» ) Y ob.rt< Z: (x-Drta(e-1) T rl-(r_l) -1 LI
g y : it o= { (r-1)
i=0 i=0 i=0
) Niubi : .
w0 / . /ﬂ LD . - . . ) PR .
N.//”b.r+b,_1 ( NO = h&‘ Y’ + o Pirtantovgon n cifre r-arie si possono rappresentarg gil interi daz 0 a
ic1 1 1 : ) b r -1; sard quindi necessario scegliere n in modo che r'-1 > N, cioe
= r+b, . _,=b. . +b, . ' :
N, _,=(breb _ dreb, o=borfeb_reb. N, o« N..¥C+ by o thaads i 4 . ,
-~ A~ 2 n
" eee - *} r >N . (8)
*// N =N=b,rieb, rile +b : 2 X . . . n o, .
N i i-1 0" 4 NO - Nzt + b{r + l)o f, l?:. solito, ma non necessariamente,n & scelto in wodo che r sia 1a pid
- - i 1 t i i i 4 ida. ios er N= =2
< conl vioe ) piccola potenza di r per cui la ( g & valida. Esempio: per N=185 e r
. dobbiamo scegliere n > 8, poichd 2'=128 <185.

L'algoritmé che stiamo per descrivere & anch'esso iterativo e gene~
ra a ciascun ciclo una cifra della‘rapprgséntazione di N in base r. I1
diagramma di flusso dell'algoritmo & dato in figura 2.L%algoritmo fa uso

ESEMPIO: Rappresentare in binario l'intero 185. dell'indice i e dalla variabile corrente Ri. Come inizializzazione 1'al-
j N, b. 3 N. b, T goritmo pone i=1 e R1=N. L'algoritmo consiste di due passi centrali, uno
] 3 3 ] . . . .
o 185 1 5 5 1 ) per il calcolo di bn_i e l'altro per il calcolo di Ri+l' La comprensione
; Z: ﬂg ? i g di questi due passi sar3 immediata alla luce delle seguenti considerazio-
3 23 1 8 0 stop ni.Espandiamo la (3) come segue:
4 11 1 _ . . .
.y N=b ” 1+...+b Lot 1+l+b TR e b
e 185 = 10111001,. : . a-1 n-i+1l n-i [o]
10 2
E' interessante notare che il procedimentc discusso fornisce le cifre -

: . . PR . 1 . :
Moltiplichiamo ora entrambi i membri per r e raggruppliamo convenien-—

i inci n ignificativa fino ad N ..
della rappresentazione a cominciare dalla meno sig T temente i termini del secondo membre:

arrivare alla pid significativa (in ordine di significativitd crescen-

i-1 ad¥i-2 n n-1 i-1
r N= x Fo.ot : r o)+ . T +...%b .1 .
te). ) (bn-l bn-1+1 ) (bn— bU )
(1) Come & noto, secondo l'algoritmo euclideo di divisione, dati due (1) Per cgnvenienza del lettore, si ricorda che la successione
inter:1 a e b, si ottengono due unici interi p e r, con r<b, tali l,r,r",..,r%...2% una progressione geometrica di ragione r. Si ha
che - per r#l
: . om : n+l !
a=bp+r. : v N 4 -1
' ' i=0 el
. -6 -

Questa relazione si dimostra induttivamente.
: - 7 -



Dati N,r,n

1 -1
R =~—N
i
1o—1i+1 ’
calcola Ri+1 “calcola bn—i
’ i n . n~-1
Ri*l Nr” (modr ) Riwr‘ bn-i*si

_<]

Figura 2.- Diagramma di flusso dell'algoritmo

di conversione per moltiplicazione.

Chxaramente c1ascuno dei termini entro 1la prima coppia di parentesi é

multiplo di - , mentre la somma dei termxnl entro la seconda coppla di

1

paren;esx & {r -1 c1oé & minore di r . Percid, se dividiamo t - N

per ° e chiamiamo r N(mod r ) il resto di questa dxvxsxone. 8i ha

i-=1 u n~1 a-2 i-1
Y N(mod 1 ) bn—ir +(bn_i_1r *...+bor ).

a-1

Si osservi ora che 1la somma dei termini in parentesi a minere di r
. n-1

per cui se dividiamo r N(mod r ) per r octenxamo il coefficiente

bn , come quoziente., Se quindi definiamo R -r N(mod T ) abblamo la re-

gola che spiega i due passi cruciali dell’ algorxtmo

"Il coefficiente ‘b
rn-l

& il quozlente della divisione di R per

R do‘ve'Rivr1 N(mod r )"

Quando dovri arrestarsi 1°' algoritmo? Chiaramente, se N & intero 1'algo-

ricmo si arrester3 col calcolo di bo, cio& quando i=n, ciod dopo n passi.

.-8-

.
In contrasto con il procedimento per divisione questo metodo for- p
nisce le cifre della rappresentazione in ordine di significativita
decrescente (la cifra p1u sxgnlfxcatlva per pr1ma)
Il calcolo di R, i+1 come r N(mod r ) a oneroso in quanto comporta
una divisione. La seguente osservazione conduce a una meccanizzazione

molto semplice del calecolo di Ri Si noti che

+1°
i n-i~1 n n-1 i
Nr -(bn_lr. #...*bn_ir )+(bn_i_1r *...+bor )
per cui
i n n-1 i
Rip1™Nr (mod r ?ubn-i-l r AEEERL PN
Si ricordi inoltre (vedi sopra) che:
Q-1 n © -1 n-2 i-1
Ri Nr N (mod r )-bn_ir +(hn—i-lr +...+b0r ),

- PR . -1 . .
per cui il resto della divisione di Ri per . "» che chiamiamo si. 8
dato da
a-2 - i-1

85"Pami-1T  teeetbor

Ma allora & immediato accorgersi che

n-2 i-1
Ri+1-r(bn~i-1r +...+bor )=r 8,

che consente di enunciare la seguente semplicissima regola per il cal~-

colo di R +1f

"Ri+1 8i ottiene moltiplicando per r il resto della divisione di

n-1 . - n-1 "
Ri per r , ciod Ri+1 T [Ri mod T ]

4 e
ESEMPIO: Sia r=3 e N=47. Allora n > &4 poiche 33 C47< 37, Il'procedl—
mento di conversione vxenenmeccanlzzacO come segue n?tase che con 1a
scelta n > 4, 47 (modulo 3 )=47). Scegliendo n=4, 3 =27 @& 11 d4i-

visore: .
quoziente resto
1 Ry fn-i 5
1 47 = 1 x 27 + 20
2 3x20=60 = 2 x 27 + 6
3 3x6 =18 = 0 x 27 + 18
4 3x18=54 = 2 x 27 + O




Pertanto b3b2blBo=1202 € la rappresentazione il cui valore numeri-

ca & 1x37+2x3%42=47,

Si pud osservare che l'esecuzione dell'algoritmo pud essere accele-
rata non appena si ottenga siBO. Infatti, per ogni j> i, i1 passo
j-esimo avrebbe la forma .

3x0=0x27+0

per cui possiamo direttamente porre bn . b

—i-1 Pgaj-p---by=00...0. -

ESEMPIO: Rappresentare l'intero (decimale) 185 in binario. La pid
piccola potenza di 2 maggiore di 185 & 256=28: 4i conseguenza pos-
siamo scegliere n=8. Notando che 27=128 1'algoritmo pud essere gvi~-
luppato come segue: : -
B Pani 5y
185=1x128+ 57
2x57 =114=0x128+114
2x114=228=1x128+100
2x100=200=1%128+ 72
2x72 =144=1%128+ 16
2x16 = 32=0x128+ 32
2x32 = 64=0x128+ 64
2x64 =128=1x128+ 0O

[N

[ B I

uog, o8
OO O

O NV WN

8

Sal=al -l - - - - O
OV-‘NU}'U'IO\\I

‘ Si noti che se r=2, si pud omettere l'esplicita indicazione dei quo-

é? zienti, poich& essi possono valere soltanto O od 1. :

- ¥ yedere me gl 1o : ) .
Fino ad ora ci siamo occupat{@sclusivamente di interi non-negativi.

Se vogliamo considerare la rappresentazione di numeri razionali non ne-
gativi, allora osserviamo che i} razionale N=a/b sarid le souwma di una
parte intera I > 0 e di una parte propriamente frazionaria F< 1.

Eseguendo la divisione tra a e b abbiamo
a=15b + e

e ponendo e/b=F si ottiene a/b=I+F. La parte I pud essere sempre esat~
tamente rappresentata in modo posizionale comunque si fissi la base;
lo stesso non si pud dire per la parte F, poichs si suppone di poter
disporre di un numero finito di cifre. Infatti, in decimale, il razio=-

nale 10/3 & rappresentato come

3,33333....... ,
(la virgola separa la parte intera dalla parte frazionaria), cio&, pos-
siede una rappresentazione periodica, con periodo diverso da zero, che,

se troncata, fornira un'approssimazione per difetto del razionale asge~-
e

- 10 -

Yadk Af?wﬁh

X

gnato. Potr3d anche accadé}e che, per un razionale N, il periodo sia ze-
ro per una certa baseékcosfcché la rappresentazione ﬁosizionéle risul-~
tera esatta) e sia diverso da zero per dualche altra base.(vedi esempio
nel seguito).

Estendendo le precedenti considerazioni sulla rappresentazione po-
sizionale alle potenze negative della base r, si ottiene che il valore

numerico della frazione

Si noti che le prime j ci.fre.b__1 b-z"‘éj sono la réppresentazione

in base r della parte intera di r3F. Infatei ponendo

-1 -2 -3
F = b_lr +b_2r _+...+b_jr J+.... .
abbiamo
ie o i-1 j-2 0
r- ¥ b_lr +b_2r +...b_jr L

e cid dimostra 1'asserzione. Ne segue che il metodo per moltiplicazione
& i1 solo che ci consenta di calcolare la rappresentazione esatta di F,
in quanto, producendo le cifre in ordine di significativita décrescente
non pone nessuna limitazione al numero di cifre usate‘nellh rappresen-—
tazione. ) )
Poich& F <1, n deve essere scelto > 0. Per la base r=2vi & un van-
taggio nello scegliere n=1, poich& in tal caso rn—1=21‘1=1, il che con-
sente una semplice meccanizzazione della conversione, come'illetra:o

dall'esempio che segue.

ESEMPIO: Sia F=2/3 e r=2

2xF  =4/3=1+1/3 , per cui b=l e 1/3 &.i1 residuo
2x1/3=2/3=0+2/3 b ,=0" e 2/3 "
2x2/3=4/3=1+1/3 b_3'1 ecc.

da questo punto in poi l'espressione risulta periodica di periodo 2
ciod 2/3=.101010.... .

ESEMPIO: Invece di rappresentare (in modo approssimato) un numero
razionale in binario, vogliamo ora convertire da decimale a binario
(cio&, il numero razionale sia tale che il suo denominatore sia una
potenza di 10). Poniamo F=0,7 e r=2. Allora

»



IxF =1,4=140,4 b
2x0,4=0,8=0+0,8 b
220,8=1,6=1+0, 6 b 2a1
2x0, 6=1,2=140,2 b
20, 2=0.4=0+0. 4 b
2x0,4=0,8=0+0, 8 b 2=0

e da questo punto in poi nella rappresentazionme si ripete periodi-
camente la sequenza 1100.

Concludiamo i i
questo paragrafo menzionando la cosiddetta rappresen—

tazione ottale. Si abbia ad esempio un numero binario di 10 cifre

b9b8b7b6b5bb 3b 1 O’ il cui valore & ovviamente

9 ' .8 7 6 5 4 3
b92 +b82 +b72 +b62 +b52 +b42 +b32 ¢b222+b12*b0

Raggruppiamo, partendo da destra, i termini a tre.a tre e poniamo in evi-

denza le potenze di 2: -

9 2 6. .2

ba274+¢ 3 2 '

9 +‘b82 +b72+b6)2 +(b52 +b[‘2+b3)2 +(b22 +b12"bo)
Ciascun termine in parentesi & un numero tra O e 7; questi termini pos-

sono essere considerati dome i .coefficienti di una rappresentazione im

3 .
base 2°=8, da cui l'aggettivo "ottale"

viene suddivisa in terne come segué: 100 101 110 001, e -ciascuma terma

interpretata come numexo decimale, ciod abbiamo
4561, = 100101110001 = 24
8 ’ 21'1‘710

La rappresentazione i i
PP ottale non ha alcun interesse concettuale; l'unico

. vantaggio & la facile comunicazione di sequenze binarie tra utenti umani.

3. Addlzione sottrazione e rappresentazione dei numeri relativi (posi-

rivi e negat1v1)

In questo 'paragrafo ci riferiremo esclusivamente a numeri interi.

Le regole per addiziomare cifre binarie sono date nella tabella I.

1,10

Tabella I. Tabella per l'addizione binaria.

- 12 -

Pertanto la sequenza 100101110001,

Estendendo quella che & l'ordinaria procedura per 1'addizione in deci-
male, nell'effettuare un'addizione di due operandi le cifre dello stes~
so peso (stessa posizicne) devono essere sommate come specificato in ta-
bella I, e l+1=102chiaramente significa che la somma in quella posizio-
ne 8 0 e c¢'@ un "riporto” alla successiva posizione. L'introduzione del
riporto richiede che sia considerata 1l'addizionme simultanea di tre ci-
fre binarie. Pil precxsamente, supponiamo che aJ e bJ siano le cifre
nelia posizione ZJ degli operandi A e B e cJ il riporto dalla posizione
237,

Denominando sj la cifra di peso 2J della somma e cJ+1 il riporto
alla posizione di. peso 2J 1, abbiamo la seguente tabella di addizione:

aJ bJ cj 53 cj+1
0 0 [0} Y 0
(¢} 0 1 1 0
0 1 o 1 0
0 1 1 0 1
1 o [¢] 1 [
1 .0 1 Q 1
1 1 o (] 1
1 1 1 1 1
Tabella II

che descrive completamente 1'addizione, posizione. per posizione, di Tuwe—..

operandi binari.

ESEMPIO: Sia A=13201101 e B=11%01011. Allora
riporti 11110

A 01101 13
B +01011  +11°
somma 11000 24 .

In modo simile potremmo descrivére 1a operazione di sottrazione, esten-—
dendo al caso binario la Ben nota nozione di “prestito. Tuttavia, la

necessitid di dispositivi separati per .addizione e sottrazione & stata’
generalmente superata nel .progetto dei calcolatéri digitali, usufruendo

di una specxale rapptesentazxone dei numerx negativi che permette di ef-

_13-



ietbvare addizioni e sottrazioni con la stessa unitd funziomale.
Prima di considerare la rappresentazione accennata, vogliamo .notare che
s€ =i-FOssero adottate due unitad separate per addizione e sottrazione,

ailora una rappresentazione degli interi relativi in "modulo e segno"

(dove 1l modulo,o valore assoluto,& rappresentato comeé un numero non ne-

gativo e il segno & indicato da um bit addizionale) sarebbe perfetta-
mente adeguata: in veritd l'addizionatore verrebbe usato per 1'addizio~
ne di operandi di segno uguale e per sottraziome di operandi di segno

diverso, mentre il sottrattore sarebbe usato per 1'addizione di operan-

di di segno diverso e per la sottrazione di operandi di ugual segno.

Sottolineiamo esplicitamente che la selezione dell'unitd verrebbe a di~

pendere dai segni degli operandi.

Gli svantaggi suaccenanati hanno condotto ad .adottare rappresentazio-

n1 degli interi relativi chiamate rappresentazioni complementate. €i oc-

cuperemo di due casi importanti, la "cbmplementazione a 2" e la Yeomple-

.

mentazione a 1".

ﬂ.

3.1 - La rappresentazione in complemento a 2

La rappresentazione di N & come al solito,

b b e b
bn n-1 "@a-2 0
\ /
T
segno parte numerica
. dove, per convenienza,‘bn viene designato come "bit di segno” e bn_lu..

IR viene designata come "parte numerica’. Il valore di N & dato da

a a-1 .
N o= -5 2% T b2’ (5)
n j”o J

L a s . N n .
158, 11 peso della posizione ‘bn & ora -2 . Il massimo numero rappresen=

N . +
cabile & O11...1 = (2°-1), mentre il pid piccolo & 1000...0 ==2 ©

bn=1, il che massimizza la parte negativa della (3), e boﬂbl-...-bn_lﬂo

che minimizza la.parte positiva dellé.(S».

<
. . : < n’ n .
Di conseguenza l'intervallo di N & -2v" < N < 2'-1. Per um numero negati-

vo N si ha bn=1 e poich& per un tale intero Nv-lNl, la (5) diventa

7 .
i

{(ciag,

oppure

[N
4]
o

ciocd, la parte numerica da per un numero negativo N il comple-

mento a Zﬁ’ééi == luto di N.

- Prima di illustrare come si effettuano le Qperazioni aritmetiche
vogliamo analizzare come si ottiene il complemento a 2 di un intero po-—
sitivo N rappresentato in binafio come b _, b _, . b,. Dobbiamo a_t?»

: . n
le scopo, effettuare la sottrazigne espressa da 2 ~N e ottenere la rap-

presentszione binaria b;;z b;_z <.. by di (2%-N). $i noti ora.che
a a n~-1 j\ n-1 3 -
27-N=(27-1)=N+l= 5727 -} b;2 +4 =
j=0 ~  j=o0 .
a~1 . . :
= ST2tb e
j=o !

Poichs (l—bj) & il "chplemento" della cifra bj (definiémo 1 come com-

plemanto di O e viceversa; in realtd in questo caso "complemento" sta

per "complemento ad 1") possiamo ottenere le cifre bj effettuando suc~
cessivamente le due operazioni seguenti:

1) Complementare ognuna delle cifre bn—l"'bO'
2) Aggiungere 000...01 a (1—bn_1)(1rbn_2)...(l—bl)(l—bo).

Supponiamo adesso che b, sia la prima cifra uguale ad 1 a partire'da

k

destra, ciog, bk_lbk_z...bo=00...0. Allora il complemento cifra per
cifra di bkbk_l-..boﬂloo..io & 01l...1, per cui aggiungendo 000...01

k

otterremo un riporto che si propagz fino alla posizione 2 dando luogo

alla somma
100...0 . °

Questo risultatc combinato col fatto che bn deve essere posto hguale

ad 1 da 1la seéuente:
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Regola per il complemento a 2. Complementare tutte e sole le cifre a

sinistra della cifra "1" meno significativa.(ly

- ESEMPIO: Sia N=010110100. Allora la regola producé:

3 r—————————v——l meno significativo

n n N = Q10110100
=27+(2°-N¥) = 1p1001100

2

Consideriamo ora l'esecuzione delle operazioni di addizione e

posizione di segno

sottrazione. Consideriamo dapprima l'addizione di due opérandi A e B

di egual segno. Il primo requisito & che le n posizioni di cui si di-

spone siano sufficienti per rappresentare la somma; se A ¢ B sono non-ne~-

s . . n
gativi, allora deve essere (A+B)< 2" |, mentre se+A e B sono entrambi
s . ) n
negativi allora deve esseére A+B >-2 . Se queste condizioni non sono
Iy . . . ) - ) l‘ w
verificate, diremo che si ha un "trabocco" o overflow. Il riconmosci~

mento di un trabocco & molto agevolato dalle considerazioni seguenti

(supponiamo che A = a_a .
n n-1

di e che S = $.53-1"""%0 sia la loro somma):

1) A>0, B>0. In questo caso gnébn=0. Se (A+B) > 2, nel qual c@so

cedy B = bnbn_l..;bo, siano i due operan-

s1 ha trabocco, si ha un riporto cn=1 alla posizione —Zn, che d3
come risultato sn=1 e un riporto cn+l=0 dalla posizione -2°,
P ; A i1 - .
Cioé, riassumendo: c =1, ¢ =0, § =1. !
n n+l " “n "

ESEMPIO: Sia n=6 : P
A=38 = 0100110 B=45 3 0101101

overflow [01b1ioco riporci
38+ . 0100110+
45 0101101

erroneo -—45 6f010011

2) A<0, B<0. In questo caso én=bn-1L Considerando le sole parti
numeriche, noi stiamo in effetti calcolando la somma $' di
a n \ P
"-|a e 2 —lB[),’cxoé, ,
)22“+2“-d443b ;
g Y . .
se('APPD)Z » nel qual caso si ha traboeco, S< 2n+ -2“-2“, per

cui cn-O. Ma, poiché an+b;=1*1=2 ¢'8 un riporto dalla posizione

S'=(2n-|A y+(2"-

B

1

n o . . s
27, ciod, €.+1”l- Riassumendo si ha: €,=0, ¢ =L, s =0

1

(1) Si noti che 100...0:-2"& 1'unico numero il cui complemento a 2
non & definito. - 16 -

ESEMPIO: n=6. ", .
A= -38 = 1011010 , _B= =51 % 1001101
overflow 110000 riporti
=38+ 1011010+
-51 1001101

erroneo 39 £0100111

Chiaramente la sottrazione per operandi di. segno diverso & equivalente
alla addizione di operandi di segno uguale: infatti nella sottrazione,
si dovrd complementare il sottraendo, cosicché& i segnji diventeranno
identici. )

Consideriamo ora.la sottrazione di operandi di egual segno che &
equivalente alla addizione di operandi di segno diverso. Questi due ca-
si pdéﬁono egsere discussi contemporaneamente, senza perdita di gemnera-
litd, considerando l'addizione di A > 0 e B<0 (si noti che, cosi fa-
cendo, eliminiamo completamente la necessitid del sottrattore). Abbiamo

a =0 e b_=1,e la somma S’ delle parti numeriche ha valore
n n )
st = a+(2"-[B]) = 2% (a-p]) .

Distinguiamo due casi: ‘ i

1) Se (A—lBl) > 0 allora 5,1 Zn, cio&, c'@ un riporto cnﬂl} Questo ri-
porto ha significativita aritmetica 2“, mentre la significativita
di bn & -2". Percid bn+cn=2n—2n=0, ciod il riporto e il bit del se-
gno si elidono, mentre la parte numerica contiene il corretto risul-

tato non negativo A{Br Notare che il riporto ¢ definito come ri-

n+l
+ . : :
porto dalla posizione=2 "5 in questo caso uguale ad 1. Riassumendo:

cnﬂl, cn+1=1, sn-O
ESEMPIO: n=6.
A=38 = 0100110 =~ , B= -25 = 1100111
nessun trabocco 001100 riporti . n
38+ 0100110+ :
-25 1100111
corretto 13 0001101

N o ' [
2) Se (A-IBI)< 0, allora S% 2“; cioéd, cn=0, il bit del segno della som-

=

ma & s_=b =1 e non si ha riporto ¢ I1 risultato & percid corrvet~-
n n

n+1” N
, . . AR
tamente espresso come negativo e contiene nella parte numerica i%

y

'

- 17~
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compleménto a-Zn di (lBl- A). Riassumendo: . ossia

n-1 . ’
- ] a
c =0, c__.=0, s =1 No= -(2%-1)+ T 23 = -(2"-1)+(2"=1)=0 ,
n " Ta+l " Tn . i=0 v
ESEMPIO: n=6. . . gome &1 voleva dimostrare.
A=38 = 0l00110 Be =45 = 1010011 Si1a N un numero il cui bit di segno & O (cioé 5;;0, N>0) e sia
nessun trabocco [odoo1100 riporti . " .
38+ 0lo01L10+ _ Obn_lbn_z...b0 la 'sua rappresentazione. Vogliamo ottengre 1? ra?-
-45 . 1010011 presentazione b'b"l...bé di =N in complemento a 1l: chiaramente i coef-
—_— n n—
: ) I . . P . P < . 3 : '
corretto -7 1111001“ ficienti b;,...,bé sono incogniti. Poich& -N < .0, il bft di segno bn
2 uguale a 1; la parte numerica b;-l"'bé rappresenta ;1 complemento
L'esame delle condizioni di trabocco(che corrisponde ad una situa=- a 2%-1 ai N, cio& rappresenta Zn-l-N; formalménte
zione di errore) e delle condizioni in cui la cperazione & effettuata e

correttamente (non ci pud essere trabocco se i due operandi da addizio-

nare hanno segno diverso) conduce a formulare la seguente regola:

.

"Si ottienme risultato corretto quando e, ec sono uguali.

n+l

Si ha trabocco ogni volta che c, e dn+l sono diversi”.

0

3.2 -~ La rappresentazione in.compleéento a 1

sostituendo 'nella precedente uguaglianza si ha

Una variante della complementazione a 2 & la cosiddetta coﬁglemen;

a-1 : n-1 L. n~1 ., n-1 ;. =n-1 :
tazione a 1, che & impiegata in alcuni calcolatori. La rappresentazio- bte2) == 2"~ b, 2! = T 2t s b,'2¥w;z: (1~b.')21
. o 1= i=o  * T i =0 * T i=o .

ne bnbn-l"'bo di un numero N in complemento a 1 fornisce il valore di

N . -1 ci&é bi =(1—bi)per i=0,1,..:,n—1; ricoidando inoltre b;°1“bn» abbiamo
N= —bn(Zn—1)+ ;: ijJ ) (6) ’ la seguente semplice regola:
j=0
cioé, il peso della posizione b & ora -(2"-1). I1 massimo ﬁumero rap~- Regola per la complementazione a 1: Complementare t“tt? i bit
presentabile & éempre 0ll...1 = (2“—1) mentre il minimo & 100,,,0:-(2“-;, della rgppresentazione del numero, compreso il bit di segno.

L'intervallo dei numeri rappresentabili & —(Zn—l) <N < (2“-1L cioéd

& ‘simmetrico rispetto allo O. ESEMPIO: Dato N=0101101000, la regola di

n n
Si noti che questo intervallo contiene <2n+1_1) numeri, mentre vi . =2 +1+(2 -1-N)=1010010111

n+l : s . ; : - : s es PR . . : I
sono 2 configurazioni di (n+1l) bit. Cid significa che vi & un ecces- Per quanto riguarda l'esecuzione delle operazioni di addizione e -

so di una configurazione rispetto ai numeri da rappresentare, cio& che sottrazione, iniziamo col considerare il caso di addiziome di due inte-

)
un numero ha uda doppia rappresentazione. Infatti questo numero & N=0, ri di segno contrario (che & equivalente, come si & visto alla sottra-

che & rappresentato sia da 00...0 che da il...l, ciod sia come numero zione di due interi del medesimo segno). Siano dati due numeri

positivo che come numero negative: il valore della prima rappresenta=- AEaa ...a_ e B =b b 1...b0, e, senza perdere in generalita, siano
. n n~1 s] n n- .
A >0 e B <0 (cioé a_ =0, A & nonnegativo, e bnﬂl, B & nonpositivo).

- - n

»

zione & ovvio; il valore della seconda & ottenuto applicando la (6),
N - 18 - ‘
. - 19 -
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La <onda S' delle parti numeriche di A e di B & data da

bY ghil

15

S’=A+(2n-1-]Bl)=2n-1+(A-iB]) .

1

nguiamo due casi:
Se (A-]BI) < 0, allora S°' < 2n—1, cioé& non si ha riporto dalla
posizione Zn-l (cn=0). In questo caso il bit di segno & sn-bn'l

(com c$+1=0), cioé il risultato & correttamente espresso, poichd
il bit di segno & pari-a 1 e ‘la parte numerica rappresenta

z“-1-({5(~A). Incidentalmente, si noti che quando A-IB[-O si ha
s'=2"-1 e sn=1, ciod il risultato A+B=0 viene ad essere rappre-

sentato da 11...1.

ESEMPIO: Con n=7, si voglia addizionare 59 = .00111611 a ~110 =

2)

10010001. . — .
: e ¢ N L i K P@Jcﬂ%

100110 riporti

59+ 00111011
-110 10010001

é;:i/)n ‘/%LuﬂmVﬁCJK e 4 F@K_igqugqu
1

-5I 11001100

Se (A-iBl) >0, allora §' > 2“—1, cio& §' > 2%, si ha un riporto
cntl, la cui significativitid aritmetica & 2", Questo riporto si

=1. Si noti,tutta-

®

somma 2 b_=1 e 'a_=0, dando luogo a s _=0 c
n n. - n n+l

. . . ; . - n : n
via, che il peso aritmetico di bn=1 @ -2 +1, per cui cn2 +

+ bn(—2n+1)=2n—2n+1=1, ossia e, e bn non si elidono come nella
complementazione a 2. Infatti in questo caso il segno della Somma
& corretto (sn=0), ma la parte numerica rappresenta il risultato
in difetto di 1; poich® questa situazione si verifica quando‘cn=1
e bn=1, il che implica cn;1=1, si utilizza quest'ultimo evento
per correggere il risultato. Questa correzione si esplica utiliz-
zando il riportovcn+1 come un riporto nella posizione delle unita:
& questo il motivo per cui la correzione descritta viene conven-

zionalmente denominata riporto ciclico (end-around carry). Questa

& la pild importante differenza tra l'esecuzione dell'addizione con
operandi in complemento a 2 e quella con operandi in complemento

a l.

S/t
. [door1000
109 01101101+
-59 11000100
49 00110001+
1

riporti

50 00110010

Consideriamo infine il caso di addizione di operandi aventi lo stes-

§0 segno. -

3) A>0, B > 0, ciod anﬂO, bn=0. Si ha trabocco se e solo se A+B>2n,
il che da origine a cnnl; si noti perd che ¢ =1, a =0. b =0 danno
n n n
luogo a cn+1=0, per cui ritroviamo la ben nota condizione c 1=0
. . . n‘
cn'l come indicativa del trabocco.
4) A <0, B < 0 ciod annl, bn=1. Si ha trabocco se e solo se
n
IA‘+!B! > 2. La parte qumerica della somma ha il valore
n
§'=2 -1—]A'+2n~1—lBl=2n+1—2—(IAI+!BI)
Poiche I'AHB! >2", si ha
n+l

S' <« 20T o200,

cio® non si ha riporto alla posizione di segno, ovvero, ¢ =0.

: a
Ma an-bntl\danno luogo ad un riporto cn+1=1 e pertanto 11 traboc~
co & rivelato dalla condizione(cn+i,cn)=10.Si noti che, in confor-

mit3d con la regola del riporto <ciclico, =1 f3 81 che 1 venga

c
n+l
sommato alla parte numerica; poiché perd §' < 2n~2, abbiamo

a
S'+1 < 2 -1

‘cio& il riporto ciclico non pud in nessun caso generare ¢ =1.

. n

Lo )

Cié conclude l'esame della rappresentazione in complemento a 1. E'
opportuno notare che la complementazione a 2, mentre evita la complica--
zione del riporto ciclico, & perd caratterizzata da maggiori' complica-

. ; ' . . :
zioni nell'operazione di complementazione vera e propria. Pertanto, nes-
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suno dei due tipi di complementazione & chiaramente superiore all'al-~-

tro per quanto concerne l'esecuzione dell'addizione di numeri relativi.

-

4. Eappresentazione in binario dei numeri decimali

Mentre sino ad ora ci siamo occupati della rappresentazione diret~-
ta dei numeri in binario, in questo paragrafo consideriamo una rappre-
sentazione binaria indiretta, ciod 14 rappresentazione in binario del-
le cifre decimali e la relativa aritmetica.

Innanzitutto, poich& si hanno 10 distinte cifre decimali da rap-

presentare, occorreno almeno 4 cifre binarie per la loro codifica. E'

. perd chiaro che se si scelgono 4 cifre binarie, delle 24=16 configura-

zioni disponibili, solo 10 verranno utilizzate. Descriveremo due rap-

presentazioni di questo tipo, il BCD Tbinary coded decimal, decimale

codificato in binario) e 1'XS-3 (excess—three, eccesso-tre),
che sono state impiegate in alcuni calcolatori per applicazioni gestio-
nali, nonostante la tendenza presente sia verso 1'adozione di rappresen=-

tazioni binarie pure.

1. BCD. Ciascuna cifra decimale d viene rappresentata da una qué-

drupla binaria b3b2b1b0 secondo la corrispondenza

i .

3
. Cd = T b.2' .
: - i=0 1t

La tabella che descrive il codice & data di seguito:

cifra decimale rappresentazione BCD

3508
0 0000
1- 0001
2 0010
3 0011
4 0100
5 0101
6 0110
7 0111
8 1000
9 1001

- - 22 -

Si noti che le configurazioni’ binarie 1010, 101l, 1100, 1101, 1110,
111! non sono utlizzate dal codice in questione. Ad esempio l'intero

-

538 ha la rappresentazione:

5 3 8
0101 0011 1000 = 010100111000.

I numeri negativi possono essere rappresentati in modulo e segno o in
notazione complementata. Naturalmente, poich& la base effettiva & 10,

si tratterd di complementazioni a 10 o a. 9 (corrispondenti, rispettiva-
mente, alle complementazioni a 2 e a 1 nel caso della base 25. Per quan-
to riguarda le operazioni gricmetiche, ci limitiamo a considerare 1'ad-

dizione di due numeri positivi.
i i i = u ....u. eV Fvwv CeaV dove sia le "u"
Siano i due addendi U uoV- 0 avn-1 o’

" sono cifre decimali. Ad esempio

che le "v

11 Riporti
143 Addendo
375 Addendo
528 Somma

E' chiaro che, poich& si hanno due.addendi, i riporti possono assumere
solo i valori 0 o 1. Se in ciascuna posizione la somma delle due cifre
e del riporto nomn eccede 9, 1‘add£zione avviene come se i numéeri fosse-
ro in binario. Nel caso contrario, occorre che le apparecchiature pro-

ducano la somma corretta ed un riporto alla cifra decimale successiva.

ESEMPIO:
4 0100 addendo
-7 0111l addendo
11 1011 somma binaria risolta in:
1,1 10001 somma decimale + riporto

. 1 cifra di somma s
riporto

Concludiamo con un esempio di addizione.

ESEMPI0: Si vogliamo audizionare 386 e 451 rappresentati in BCD:

1 0 RIPORTI DECIMALI
386 0011 1000 0110 + " "ADDENDO
: 451 0100 0101 0001 ADDENDO
837 1000 0011 OI11 SOMMA

- 23 -



ii < P P
codice BCD & detto un codice esato, 1n quanto ciascuna osizione

ha una significativitad, o peso, fissi.

¢+ X8-3. In questo codice - di tipo don pesato, come il lettore si
. N . : .
enderd conto clascuna cifra decimale d & codificata dalla rappresen-

tazione binaria di (d+3) (da cui il nome del codice). In altre parole

s d = i
e d b3b2b1b0, si ha

3 .

d+3 = ¥ b2,
N 1
i=0

Fa tabella del codice & data di seguito:

cifra decimale Xs-3
bBbelbO .
s} 0 01 1
1. 0100
2 0101
,3 0110
4 0111
5 100 0
6 1001
7 1010
8 1011
9 1100

Lt . . .
apparente complicatezza di questo codice non & una bizzarria, in quan-
- N ;

to si o ] i i i

» tteng?no notevoli vantaggi nell'esecuzione delle operazioni arit-
meti . ci C e .

iche. Ci 11m1t1amo'a considerare la somma di due cifre decimali posi-
tive, d = a,a,a.,a_e f =z b_b i

3%2%1% = b, 2blbo. Se eseguiamo la somma delle due rap-

‘resen ioni : i 1 i i
p tazionl come se fossero numeri binari, il valore della somma saria

(d+3)+(f+3)=d+f+6. Supponiamo che le cifre in questione, d e f, appar-
tengano alla posizione decimale delle unitd. Un riporto prodotto nella
loro addizione proviene dalla quarta posizione binaria ed ha peso 24=16
mentre il riporto ddlla posizione decimale delle unitid a quella delle .
éecine deve valere 10: pertanto, un eventuale riporto ha un-valore che
e?cede di 6 il valore corretto, per cui una correzione si rende necessa~
ria. Distinguiamo allora due casi: '

1) d+f+6 > 16. In questo caso le apparecchiature di somma generano um
riporto alla cifra decimale successiva, mentre le cifre binarie
della somma rappresentano d+f+6~16=d+f-10. Poich& d+f+6 > 16 &
equivalente a d+f > 10, il r;porto.é legittimo mentre le_cifre bi-

narie della somma, che rappresentano d+f-10, dianno nel codice XS-3

L~ 24 -

un risultato in difetto di 3 unita. Occorre quindi sommare una

correzione pari a +3 a tutte le posizioni decimali che hanno ori=

ginato un riporto.

2) d+f+6 <16. In questo caso le apparecchiature di somma non generano
alcun riporto alla cifra decimale successiva e le cifre binarie
della somma rappresentano d+f+6, cio& un valore in eccesso di 3
unita rispetto al valore corxetto, d+f+3, nel codice XS-3. Occor-
re quindi sommare una correzione pari a -3 a tutte le posizioni
decimali che non haanno generato riporto. Questa correzione pud es-
sere offettuata sommando 13, cioé 24—3 (il complemento a 16 di 3)

ed ignorando il riporto alla cifra decimale successiva.

ESEMPIO: Vogliamo addizionare 376 e 451 rappresentati in XS-3.

0, RIPORTI DECIMALI

N AYAY

01111 10000 00000 RIPORTI BINARI
376 o110 1010 1001+ ADDENDO .
451 0111 1000 0100 ADDENDO
1110 0010 1101+ RISULTATO PRIMA DELLA COR-
1101 0011 1101 CORREZ IONE’ REZIONE
827 1011 0101 - 1010 SOMMA

Il vantaggio principale di questa notazione & che le apparecchia-

ture per l'addizione non differiscono sostanzialmente da quelle che

operano su numeri binari (a differenza del codice BCD); un inconvenien-

te, invece, & la necessitid della correzione. Un altro vantaggio, che c¢i-

tiamo semplicemente, & che il codice XS-3 & autocomplementante, cioé,

i1 complemento binario a 1 della rappresentazione di
4 2 0111 e il com~

una cifra decimale

d rappresenta il complemento a 9 di d; ed esempio,

plemento a 1 di 0111 & 1000 = 5, ciogd il complemento a 9 di 4. )

;{

5. L'operazione di moltiplicazione di interi rappresentati 1n binario

Senza perdere in generalitd possiamo limitare le mnostre considera-

zioni_ad operandi interi. Infatti,poiché tutei i numeri rappresentati

nei calcolatori hanno un numero finito di cifre,qualunque numero razio=-



un peso 10 volte maggiore di quello di m,

nale rappresentato in un calcolatore & del tipo Z—k.N, dove N e k sono
interi. Pertanto il prodotto di due numeri razionali Nl.Z—kl _k2’
-(kl*kz)

172 '

e 32.2

pud essere ottenuto calcolando il prodotto N1N2 dei

due inter: N1 ed NZ e collocando la virgola. binaria (k +k ) posizioni a si

nistra dell'estremiti meno 51gn1f1cat1va della rappresentazlone di NINZ
Analoghe considerazioni possono essere fatte per la divisione, che perd
non viene trattata in queste note.

Diversi algoritmi sono stati propésti per calcolare la rappresen~
tazione del prodotto di due interi. Ci limitiamo a considerarne uno,
dopo aver sviluppato un'adeguata motivazione. Riconsideriamo critica-
mente il metodo familiare per esegu{re la moltiplicazione di due inte-

ri con carta e matita, ad esempio 158 % 243:

P -

158. Moltiplicande
243 Moltiplicatore
474
732 Prodotti parziali
316
39394 Prodotto

I due operandi veﬂgono chiamati moltiplicando M e moltiplicatore m,con
funzioni ben diverse. Designando m;ms_l...mo la rappresentazione deci-
male del moltiplicatore (nel nostro caso mZ‘Z, m1=4, mo=3), per ciascu-
na cifra o s1 calcola il"prodotto parziale" mi'M e lo 8i registra sul
foglio,con !'avvertenza di scalarne 1'incolonnamento una po;izione a
sinistra rispetto a oy .M: in tal modo si esprime il fatto che m, ha
Quando si sono esaminate

i~1”
le cifre dei moltiplicatore si sommano i prodotti parziali, opportuna—
mente scalati, e si ottienme il risultato.

E' semplice rendersi conto che il prodotto pud essere equivalente-
ve.te ottenuto accumulando i prodotti parziali, col loro corretto in-

colonnamento, via via che 1li si ottiene. In tal modo, l'esempio prece-

dente pud essere riformulato come segue:

* 158 Moltiplicando
243 Moltiplicatore
474 1° prodotto parziale = 1~ somma parziale
732 2° prodotto parziale
7794 2" somma parziale
~ 316 39 prodotto parziale
39394 Prodotto
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Pertanto il ben noto metodo di moltiplicazione degli interi pud essere

formalizzato con il seguente algoritmo:

R R0

EUCalcola miM

la—i+l

jﬂs..—-m.m scalato
i i

i posizioni a
sinistra

Pe—P+S,
i

Figura 3.- Algoritmo elementare di moltiplicazione.

E' interessante notare che in nesshn passo dell'algofitmo che ab-
biamo presentato si fa riferimento esplicito alla base di rappresenta-
zione: infatti questo algoritmo & valido per qualunque base. 0vv1amen~
te le operazioni dei passi 3 e 5 devono essere eseguite nell'aritmeti-
ca della base adottata. Specific;mente, nel caso della base dqéimale
il calcolo del prodotto parziale (passo 3) & governato dalla ben nota
"tavola pitagorica", mentre l'accumulazione del prodotto parziale (pas~—
so 5) & governata dalle regole della somma decimale. E' interessante

notare che il passo 4 prescrive, attraverso 1'operazione di "scalatura"

>




o
. . - . i A ‘ Y
la moltiplicazione di miM per r , dove r & la base scelta. tazione in modulo e segno, poiché 1. modulo del prodottn & un prodotto

Xel caso che a nci interessa, ciod il caso di base 2 (aritmetica di interi non-negativi e 1l calcoio del pit segno del prodotto & go-
tinaria), il passo 4 diviene particolarmente semplice, poiché m, pud vernato dalla seguente tabeila, ’ -
assumere solo 1 valori O,1. Quindi

. (M)
M se mi=1 . N 0 1
miM = (m)
0o se mi=0. .
0 o] 1
Il passo 5 viene realizzato secondo la procedura descritta nel paragra-
fo H di queste note. Si noti infine che il calcolo del prodotto attra- : °
verso l'accumulazione dei prodoéti parziali & particolarmente conve- Tabella III1
niente per gli elaboratori elettronici, in quanto questi ultimi sono dove (M) ed (m) sono i bit di segno rispettivamente del moltiplicando
generalmente progettati per 1'addizione di due operandi alla volta. ‘ e del moltiplic;tore.
Siamo ora in grado di illustrare la moltiplicazione di due interi non- Quando i numeri relativi sono rappresentati in notazione complemen-
negativi rappresentati in binario. . tata si hanno due alternative:

1) Convertire gli operandi dalla rappresentazione complementata a

ESEMPIO: Si abbiano 15810 = 10011110, (moltiplicando)

) quella in modulo e segno ed eseguire la moltiplicazione secondo le mo-
e 2710 = 11011 (mol?iplicaCOte) . dalit3d prima descritte. Il segno del prodotto & calcolato secondo quan~-
100111102 M=158 ' ‘ to specificato nella tabella III, e ovviamente & necessario complemen-
11011: m:27 . tare il prodotto quando il suo segno risulti negativo.
10011110 1° prodotto (e somma) parziale mOM X . . )
10011110 2° prodotto parziale 2m1M ) 2) Sviluppare un algoritmo per eseguire la moltiplicazione usando
111011010 2: somma parzialg . direttamente gli operandi in notazione complementata.
000000000 3° prodotto parziale 4m2H . . )
111011010 3~ somma parziale : Poiché la prima alternativa non presenta problemi nucovi, discute-
s - R .
10011110 AR»PYOdOttO p§r21ale 8m3M remo la seconda, supponendo che gli operandi siano in notazione comple-
11011001010 4~ somma parziale . .
10011110 5° prodotto parziale lémb“ mentata a 2. Incltre non ci soffermeremo ulteriormente sul calcolo del
1900010101019 Prodotto = 4266 segno del prodotto e supporremo sia il moltiplicando che il moltiplica-
E' di estrema importanza osservare che se i due operandi sono tore troncati del bit di segno (cioé limitati alle loro parti numeriche
espressi con n cifre binarie ciascuno, il prodotto pud richiedere 2n di n bit). Il caso in cui sia M che m siano non-negativi & gid stato
cifre binarie per essere rappresentato. Infatti, il massimo valore del trattato. Rimangono allora tre casi da discutere:
prodotto si ottiene quando ciascun operando assume il valore massimo, (i) M<0, m>0. In questo caso la parte numerica di M rappresenta

. n . :
cios (2“—1)- Pertanto (2 -'M’), mentre quella di m rappresenta w. Il prodotto delle parti nu-

a+1l ) meriche ha quindi il valore ,

n n 2n
S(27-1)(2 —1y=2°"-2 +1;
. (2“-;Ml)m=m2n~mlMl.
numero la cui rappresentazione richiede 2n cifre binarie per n>2. . ] 2n
. . Poiché la parte numerica del prodotto deve rappresentare 2 -mlMI e
Non vi & nulla di essenziale da aggiungere per quanto riguarda la cha )

PR . poiché
moltiplicazione di interi non-negativi. Cosa accade nel caso di interi 2n 2n a a
R 2" -a M| =2 -m2™) + (@2 - |u))

relativi? Chiaramente, non si ha alcuna complicazione nella rappresen- }

.- 28 - . 29 : ‘



5 . . . . 2n n
3 neressario sommare al risultato precedente la correzione 27 ~m2 =
a,.,n .o s no,. <. :
=2%(2"- m ), ciog& il complemento a 2" di m scalato n posizionl verso

sinistra.

EﬁEMPIO: Sia n=4, e siano M=-9 ='(1)9111 e m=5 = (0)0101 (il bit
di segno & dato tra parentesi)

0111 2°—|M| = 16-9
0101 m =
0l11l
0000
0111
0111 4 ‘ )
100011 ‘m2 -mlMi (prodotto parti numeriche)
1011 24(24-m) Correzione
11010011 28 - miMl =256-45

(ii) M>0, m<0. In questo caso la parte numerica di M rappresenta M,
mentre quella di m rappresenta (Zn-lmlj. 11 prodotto delle parti nume=
riche ha il valore

w2 |a|y=u2" -]
Svolgendo un ragionamento analogo a quello del caso (i), si deduce la
necessiti di sommare una correzione Zn(Zn— M ) al risultato prgcedenté.

(iii) M<0, m<0. In questo caso la parte numerica di M vale (2“-1Ml)

e quella di m vale (Zn—iml). Pertanto il prédotto delle parti numeri-
che ha il valore

(2“;|M|)(2“f[m|)=22“—znlml - 2"‘ml + |ulda] .

" Poichd la parte numerica del prodotto deve rappresentareIMlel, occor=

. . 2n, .0 n . .
re sommare la correzione -2 +2 ‘M‘ +2 ‘miz Supponiamo di procedere co-

me se le situazioni M<O e m<O si verificassero separatamente. Allora,
per quanto discusso nel caso (i), M<0 richiede come correzione l'addi-
. L] . sk
zione del complemento a 2o della parte numerica del moltiplicatore .
: - S0 PR .
(che .in questo caso & 2 —‘mi) scalata n posizioni verso sinistra, ciogd
n n n n
2 [2 -(2 —im|ﬂ = 2"|a|.

Similmente, per quanto discusso nel caso (ii), m<0 comporta ‘la correzio-

ne 2° [2“—(2“-1M!)] = Zn‘MI. Sommando queste correziomi al prodotto del- '

le parti numeriche, otteniamo

22% 2% u] -2 fu| +|ulla] s2"|u] +2"[a| - 220 |ufe]a].

Si noti perd 'che, poichélM mlgo, ne segue'22"+lM|lm|>22n, per cui si ha

_.30_

7

: . s s .l 2n . .
il riporto (che viene ignoratoe) dalla posizione di peso 27, e la par-~
te numerica del risultato corretto vale esattamente ‘Mllm!. come s8i

desiaerava.

ESEMPIO. Sia n=4, M=-9 = (1)0111 e m=-5 = (1)1011

o111 2%~ |m|
1011 24-{m|

0111l
o1l
10101
. 0000
10101
0111
.1001101 "prodotto parti numeriche
1001 24 |u correzione
11011101 4
ignorato, 0101 2% |m| correzione
1 0oiollol pt]e|m}

Possiamo cosi riassumere la precedente discussione nella seguente re-

gola.

"Per eseguire la moltipliéazione di numeri rappresentati in com-
plemento a 2, occorre calcolare separatamente il bit di segno,
e sommare al prodotto delle parti numeriche la correzione
2“(2n~mx) se M<LO e 2“(2“—Mx) se m<0, dove M== e m“ sono rispet-—

tivamente le parti numeriche del moltiplicando e del moltipli-

* catore."

6. Aritmetica in virgola fissa e aritmetica in virgola mobile

Le operazioni aritmetiche descritte nei precedenti paragrafi 3 e 5
(sddizione e moltiplicazione) si riferivano ad operandi interi, ovvero,
equivalentemente, ad operandi con parte frazionaria la cui virgola bi-
naria aveva una collocazione fissa e comune a tutti i numeri (ad esem~
pio, tra il terzo e il quarto bit da destra). In altre parcle, nell'addi-
zionare due numeri binari di n cifre nel modo descritto, era implicita
l'assunzione che bit dello stesso peso fossero incolonnati, ossia che

le virgole binarie di entrambi fossero pur esse incolommate.



La scelta di una collocazione fissa per la virgola binaria (vir-

gole fissa, fixed point) presenta perd 1'inconveniente che, quando si

dispone d: un numero reyativamehce picvolo di cifre (come sempre ne-
gli elaboratori elettronici), non sussiste la possibilitad di rappre-
sentare contemporaneamente numeri molto piccoli e numeri molto grandi.
Ad esempio se si hanno 10 cifre binarie e si colloca la virgola bina-~
ria tra il quarto e il quinto bit da destra (vedi illustraziome), chia-

ramente non possiamo rappresentare i due numeri

virgola binaria

IOLLOOO}OOOO
000000, 11100

valore in decimale

88,0
0,90625

cifre
disponibili

e 0,90625 contemporaneamente.

83,0 E' naturale asserire che in entram=-

bi i casi vi & una "parte interessante' della rappresentazione, che

si & indicata entro una graffa; questa parte interessante, tecnicamen-

te chiamata "porzione significativa", & quella compresa, (per numeri

in modulo e segno, come.quelli della precedente illustrazione) tra la
prima e l1'ultima cifra non-zero della rappresentazione. E' desiderab{—
le in molte applicazioni che la cifra di peso pild elevato della porzioéo-
ne significativa di un numero abbia una collocazione fissa nell'ambito
delle cifre disponibili: questa scelta porta naturalmente a sacrifica-
re la collocazione fissa della virgola binaria. La notazione che ne

scaturisce viene, per ovvi motivi, denominata in virgola mobile

(1)

(floating point).
: La notazione binaria in virgola mobile & cosl definita. Ciascun
(M,E).

numero N & rappresentato da una coppia di numeri I1 numero M,

(1)~ E' opportuno osservare che mentre nella notazione binaria in mo-
dulc e segno la porzione significativa di un numero imnizia con
1'1 di peso pid elevato, nella notazione complementata (ad esem~
pio a 2) cid vale solo per i numeri non-negativi. Invece per i
numeri negativi la porzione significativa inizia con lo O di peso
pid elevato. Il lettore pud giustificare questa asserzione ricor-
dando la regola di complementazione.
Can e

Lo, Dpro

[} Y - .
lemuo A L ‘(7' el & ‘?49LLO ﬁ;
Bowa o QTS grol SO =4 o™ &

’

cniamato mantissa o talvolta coefficiente, ha n bit ed & in generale un

numero razionale, comunemente rappresentato in complemento a 2. Il numero
& -

E & chiamato esponente (talvolta caratteristica), ha.n2 bit ed & intero, -

comunemente rappresentato in module e segno. La corrigpondenza tra N,M
ed E & stabilita dalla relazione

N=M.2" 7
Chiaramente, dato N, le coppie di numeri M ed E che soddisfano la (7) so-

no infinite. Ad esempio, N=14,5 pud essere rappresentato dalle seguenti

coppie (mantissa, esponente espressi in decimale):

(14,5 , 0) (7,25 , 1) (3,625 , 2) (11,8125 , 3) (0,90625 , 4) ecc.

Tuttavia non appena si Fissi per la mantissa un intervallo compreso tra
due potenze successive di 2, la determinazione della mantissa & univoca,
da cui segue 1'univociti della determinazione dell'esponente. Comunemen-—
te, per mantisse nella notazione in complemento a 2, si scelgono per M
gli intervalli semiaperti [i,l) e L—l,-{ﬁ? a seconda che M sia rispetti-
vamente nonmnegativa o negativa. Si fa un'eccezione per lo O, che & rap-
presentato da M=0 e dal minimo esponente rappresentabile. I numeri in
virgola mobile la cui mantiséa appartiene a uno di questi due intervalli
(o ad altra coppia equivalente di intervalli) vengono detti in forma nor-

male(l)Qz

Nel nostro caso la virgola & immediatamente a destra del bit

di segno.
ESEMPIO. Siano n,=10, n,=5. I bit di segno sono indicati tra parente-
si. S8i studino i Beguengi casi (N=M.2%):
N M E
3392 (0)110101000 (0)1100
-412 (1)001100100 (0)1001
0,078125 (0)101000000 (1)0011
-0,046875 (1)010000000 (1)0100

L'aritmetica in virgola mobile, cioé l'esecuzione delie operazioni
elementari con operandi rappresentati in virgola mobile, consiste ov—

viamente di due componenti: l'aritmetica delle mantisse e l'aritmeti-

ca degli esponenti. Consideriamo ora l%esecuzione delle operazioni

(1)- La notazione in virgola mobile non & una peculiarica dell'aritmetica
dei calcolatori. Si pensi all'espressione di molte costanti fisiche,
come il numero d'Avogadro o la carica dell'electrong, per le quali,
comunemente si sceglie una mantissa nell'intervallo[l,10). L'inter-
vallo dei numeri rappresentabili, a paritd di numero di cifre impie-

. 5 : i 1 i la mobile.
r - 2 A ~.32 =~ {ﬂ/~ . <. - gate , € enormemente espanso dalla notazione 1n V1rgo .
(kl\ NS GK)*k?Q& > 3 i’ < ég‘ﬂbﬂ ﬁ”ﬁ?‘¢“*=t5 - "(2)- Si ricordi che il complemento di 10..,0 non & definito’'e si noti che
T quello di. 010...0 non & in forma normale. A ciascuno di questi due
[ '?\ %‘ \E &L & nuTezi si‘as;aneré allora ud complemento approssimato.
BTO TAR MUMREO  O\eN @ @ e (An s . , . «0l € ] VO .
v : . tl O~ VLWGQ&%éo‘,t‘Q\ Z\%T s T 33 -
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di addizione~sottrazione e di moltiplicazione.

.) Addizionme-sottrazione. Come al solito, possiamo limitarci a con~

.. . " oo . L'opera-
siderare 1'addizione di due numeril re]at1v1‘(M1,E1) e (MZ’EZ) P
zioae di addizione 2 descritta dall'algoritmo di figura 4. Ovviamente,
ii i 1d i i amente incolonnate se
cifre di peso identico di M1 ed M2 sono corrett ' i
e solo se E1=E2. Pertanto quandd i due esponenti sono diversi, occorres
ri scalare a destra la mantissa relativa all’esponente minore di un nu-

mero di cifre pari alla differenza AE degli esponenti, al fime di ot-

renerneil corretto incolonnamento con I'altra mantissa. A questo punto

si pud eseguire l'addizione delle mantisse, e l'esponente della somma

de~

el
N .
o o
o §_4 l
-
o Q M
3y 90
g e l £« E
e E - E 2
et
= ==
— —f— s — . — e — e — ._]
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Fig « - Aigoritmo di addizione in virgola mobile.
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S . N
(Ml*Mz) e il maggiore dei due esponenti bl ed EZ..Se l1'addizione da

trabocco, chiaramente MI*MZ appartiene, se positivo, all'intervallo
EI,Z), se negativo all'intervallo [—2,~1): in entrambi i casi la somma
viene normalizzata scalandola a destra una posizione (cioé mnl:iplfcan'
Jola per 2-1) ed incrementando di 1 l'esponente. In assenza di trabocco,
veccorre determinare, a partire da sinistra, l'inizio della porzione signi-
ficativa del risultato: se cid avviene alla k~esima cifra a destra della
virgola, la normalizzazione si ottiene scalando (M1+M2) di (k-1) posizio~(
ni verso sinistra'e decrementando di (k-1) 1'esponente. Nel primo caso di
normalizzazione si approssima perdendo una -cifra a destra; nel secondo,

81 approssima introducendo da destra zeri non significativi. Cid confer-

ma il carattere intrinsecamente: "approssimato” dell'aritmetica in virgo-

"la mobile. -

2) Moltiplicazione. A differenza dell'addizione~sottrazione che, come

‘si & visto, offre considerevoli complicazioni, la moltiplicazione & mol-

to semplice con operandi in virgola mobile. Infatti, in prima analisi,

poiché El Ez EI+E2
M1.2 X M2.2 =.M1M2 2

sembrerebbe sufficiente sommare gli esponenti e moltiplicare le mantisse

3

(secondo i metodi illustrati nei precedenti paragrafi). Cid & corretto
ogniqualvolta MIMZ appartiene agli intervalli di normalizzaziome. In ge-
nerale, perd, il prodotto Mle appartiene agli intervalli (-1,-1/4) e
[l/&,l] per cui una normalizzazione pud essere necessaria, incrementando
o decrementando di 1 l'esponente (E1+E2) e scalando corrisponderitemente

il prodotto delle mantisse.

7. Note e bibliografia

L'aritmetica dei calcolatori & trattata in un numero vastissimo di
Libri di testo e di articoli in riviste specializzate. Senza voler far
torto a nessuna delle pubblicazioni non citate, wi limito a menzionare

i seguenti libri:

#) R.K.Richards, Arithmetic Operations in Digital Computers,

D.Van Nostrand Co., Princeton, N.J., 1955.

Si tratta di un testo antiquato per quanto concerne la realizzazione
di wnitd aritmetiche e di reti logiche, ma sempre valido per la sua

chiara esposizione dell'aritmetica binaria.
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4) Y.Chu, Digital Computer Design Fundamentals, McGraw-Hill, New York,
1962.

1 capitoli 1'%" 2 contengono una esposizione abbastanza completa, an-
~che se un poco concisa, dei vari metodi impiegati nella realizzazio-

ne dell'aritmetica digitale.

%) Taylor L.Booth, Digital Networks and Computer. Systems, J.Wiley,
" New York, 1971.

Un buon testo introduttivo agli elaboratori. Il Capitolo II contiene

‘una discussione concisa dell'aritmetica.

§9 H.W.Gschwind, Design of Digital Computers, Springer-Verlag,
New York, 1967. ’

Contiene un buon capitolo (Capitolo 2) sulla rappresentazione dei nu-
meri e molte informazioni sulla struttura delle unit3d aritmetiche

(Sottocapitolo 8.1).

Cper il lettore particolarmente maturo, sia matematicamente sia nel cam-

po dei calcolatori, consiglierei il seguente testo di carattere aVénza-»
to:
: D.E.Knuth, The Art of Computer Pr&gramming, V01.2, Addison-Wesley,
Reading,‘Mass,>197l (pagg.161-451).

7 Questevﬁote costituiscono, 1'ampliamento di una piécola dispensa da
_jme scritta in inglese alcuni anni fa e tradotta in itéiiand‘¢al Dr.G.

Pacini, che ringrazio per la collaborazione. Ringrézio inoltre lo stes-
Sé Dr.Pacini e il .Prof.C.Montangero per alcuni suggerimenti volti a mi-

%iiorare ia quaiité-dell'esposizione.
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